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1. Introduction

Lers perceptrons multi-couches ont d’abord été introdaotsr résoudre des pro-
bléemes complexes de classification. Mais en raison de leyarigté d’approximateur
universel (voir Hornik, 1989, [HOR 89] ou Funahashi, 1989JN 89]), ils ont été
rapidement utilisés comme modéeles de régression noni@ésdiensuite pour la mo-
délisation des séries temporelles et la prévision. Voirgg@mple (Weigend et Ger-
shenfeld, 1994, [WEI 93] ou Cottrell et al., 1995, [COT 95)up les références.

Cependant, I'estimation et I'identification de ces modél@ssent des techniques
sophistiquées et il n'est pas facile de déterminer I'agstitre adéquate. En effet, ces
modeles sont par définition sur-paramétrés, les foncti@rsedir & minimiser ont de
nombreux minima locaux, et la mise en oeuvre s'avere soulditate.

De nombreux articles portent sur les techniquésétjagedes parameétres inutiles,
en particulier dans le cadre des modeéles de régressiors atilisateurs ont étendu
les techniques proposées au cas des séries temporellepav@xemple (Le Cun et
al., 1990, [CUN 90], Moody, 1992, [MOO 92], Reed, 1993, [REH, Murata et al.,
1994, [MUR 94], etc.). La plupart de ces papiers fournisdestheuristiques, mais ne
se placent pas dans un cadre statistique rigoureux.

Ce papier propose un ensemble de résultats théoriquessédabls le cadre de
modeéles neuronaux de séries temporelles, qui étendenédekats connus dans le
cadre des modeles statistiques linéaires (ref!!). En fadt @sultats sont également
valables dans le cadre des modéles de régression et dessmotétes (modeles auto-
régressifs comprenant aussi des variables exogénes) paaisimplifier I'exposé,
nous nous placons uniquement dans le cadre autorégressif.

Nous considérons donc une famille de modeles appé#tgal AutoRegressive
model(NAR), définis par:

}/Vt:fW(S/'t—].?"'?}/Vt—p)—"_Et [1]

ou

—Y; € R, mais on peut généraliser au cas multidimensionnel,

— fw représente une fonction implémentée par un perceptron-omulthes avec
une seule unité de sortie,

-Y;—i,i=1,...,psontles retards de la sé(E;),
— ¢, est un bruit i.i.d., d’'espérance 0, de variance constaht@ar exemple une
variable\ (0, 0%), indépendante du passé de la série.

On considére dans la suite un )-perceptron multi-couches, avec une unité de
sortie linéairep unités d’entrée linéaireds unités cachées munies d’'une fonction
d’activation sigmoide de type tangente hyperbolique (fonction impaire).
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Alors un modéle JAR est défini précisément par une équation du type

K D
Yi = fw(Yio1,....Yip) + & = ap + Zaj¢ (Zﬁijyti + 50j> +e&  [2]

j=1 i=1
ou les hypothéses sont celles de I'équation (1). Les nomsont les notations usuelles :

est le parametre correspondant au poids de la connexioa lamtité d’'entréei et
I'unité cachéegj,
correspond au poids de la connexion entre I'unité cagle¢€unité de sortiey;,1 <

j < K estla constante associée a I'unité cachétex, est la constante correspondant
a 'unité de sortie.

L'équation (2) définit alors un modéle paramétrique ayartfonme fonctionnelle
particuliere. Nous présentons

— des propriétés asymptotiques des estimateurs des pagan@gur un modele
donné et un nombre donfiéd’observations, ce qui correspond agprentissage

— une méthodologie statistique permettant de choisir Idleneimodele, (a partir
d’'un modeéle dominant), ce qui correspond au choix dechitecturedu réseau.

Nous ne considéronsici que des sorties réelles, mais tlastpsopriétés que nous
présentons peuvent étre étendues aisément au cas mudtirglonnel.

dimension estn = (p + 2)K + 1. Etant données + D observatlons
(Y—p+17"'7Y707Y717"'7YT)

de la série, on estim@ en minimisant la moyenne des carrés résiduim¢tion

d’erreur)
t=T

— fw(Yic1, ... Yiy)®. 3]
t:l

On note .
Wr = argminy Sp(W)
I'estimateur des moindres carrésidé
Si on suppose quEar(e) = o2 > u > 0, il est équivalent de minimiser

t=T

LVp(W — fw(Yie1, .., Y ) = In(Sp(W)). [4]
t:l
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Dans le cas ou; est gaussienL.Vr (W) est exactement ce que les statisticiens
appellent la log-vraisemblance concentrée.

On notera

Wr = arg minw In LVp(W).

Les deux minimisations sont équivalentes, les propriégspatotiques sont presque
les mémes, mais nous verrons qu’en pratique, il vaut mieiligartla seconde.

Le calcul des estimateurs peut étre mené en utilisant n'itegpelle méthode de
minimisation. Dans ce papier, nous ne traitons pas ce prubé on suppose qu&;
est le vrai minimum de la fonction Erre§t-(1W). Dans le cas général, non nécessai-
rement gaussien, I'estimateur des moindres carrés estsupacticulier destimateur
de minimum de contras{eoir Guyon, 1995, [GUY 95]).

Le papier est organisé comme suit: le paragraphe 2 énoneénserésultats ma-
thématiques sur les estimateurs des moindres carrés pauodaleNAR . Le pa-
ragraphe 3 fournit des résultats théoriques d'identificagiresque slre. Dans le pa-
ragraphe 4, on présente une nouvelle méthode d’identdicatiesque slre du vrai
modéle basée sur une méthode de descente pas &teasvise Statistical Method,
SSM qui permet d'élaguer les parameétres inutiles. Enfin, dargaragraphe 5, on
montre sur un exemple simulé comment cette méthode sautilesdernier paragraphe
contient les conclusions et les perspectives.

2. Résultats théoriques
2.1. L'identifiabilité du MLP a une couche caché et une sortie

Lorsqu’on estime un vecteur parameétre, une propriété fimeddale pour obtenir
des résultats de consistance, c’est-a-dire le fait quriaseur converge vers le vrai
parametre, est l'identifiabilité du modele. Cela signifiee gpour une fonction repré-
sentable par un MLP donné, il n’y a qu’un seul vecteur paresrgii représente cette
fonction.

Si on ne considére gu’un perceptron multicouches de dirar(si, C), c’est-a-
dire avecm entrées( unités cachées , comme une fonction paramétriqu@syr
avecD = (m+1) x C + (C +1), le modéle n’est pas identifiable. On peut en
effet trouver deux systemes de parametres différents gquérgét les mémes sorties.
Ceci peut étre obtenu, par exemple, si deux unités cachéetesrpoids en amont
strictement identiques puisque qu'il suffira que la somméede poids en aval soit
constante pour représenter la méme fonction.

Cependant si on se restreint a un ensemble de paramétnenalide les MLP de-
viennent identifiables, & des opérations triviales prep&@tera alors d"identifiabilité
faible.



SSMarticle-hermes.cls 5

Nous donnons dans la suite des conditions nécessairedisasteds pour que le
modele soit identifiable dans le cas d’un MLP a une couchedmga@vec des tangentes
hyperboliques pour fonctions d’activation.

2.1.1. MLP irréductibles

Une premiére précaution a prendre est de ne pas utilisicieitement trop d’unité
cachée. Par exemple si on considére un MLP avec une unitéedomt le poids relié
a la sortie est nul, celle-ci est totalement inutile puislpsepoids des entrées a cette
unité sont quelconque car ils n'influencent pas la foncteprésentée par ce MLP.
Nous allons donc caractériser les MLP avec un nombre mirdioaités cachées par
la notion de MLP irréductible.

Notation 1 Si X = (X1,---,X,n)" € R™ est un vecteur d’entrée, on note(X)
l'impulsion de lai-eme unité cachée:

m
123 (X) = WZ'O + ZWinj
j=1
Fixonsm. Le MLP avecC unités cachées est associé€'applications affines:
Rm i R H H H (1P A H ”
X — (X)) On dira que deux fonctions affines, v» sont “signe-équivalentes
Si V1 =V OUV; = —Ue.

On dira qu'un MLP est réductible si et seulement si il vérifieraoins une des
conditions R) suivantes

1. Il existe un poids de sortie nul.

2. Il existe au moins deux indices différentsj» € {1,---,C} tels que les fonc-
tionsv;, , v;, sont signe-équivalentes
3. Il existe au moins un indicge {1, - - -, C} tel que la fonction/; est constante

On dira qu'un MLP est irréductible si ce n’est pas un MLP réihle.

Notation 2 On noteN,, ¢ 'ensemble des MLP aver entrées(' unités cachées qui
sont irréductibles.

Remarque 1 SiC' = 0, NV, o sont les fonctions affines &" — R

2.1.2. Identifiabilité des MLP irréductibles

Supposons maintenant que I'on ne considere que les MLPuictifbdes, c’est-a-
dire avec un nombre d’unités cachées minimales. Remarquongette restriction
n'empéche pas les MLP d’étre des approximateurs univeréeleste des transfor-
mations triviales qui ne changent pas la fonction représgpar le MLP. Par exemple,
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si on choisit I'unité cachée¢, que I'on change le signe de tous les poiéfg; pour

1 < j < C et que I'on change aussi le signe du poids de sortie assoeteunité
cachée, comme la fonction tangente hyperbolique est impzeta ne changera pas la
fonction Fy,. Notonsg; (M LP) le MLP résultant de cette transformation.

Une autre possibilité est d’'interchanger les deux unitébéas;j; et j,, ainsi que
les poids correspondants, on ngte ;, (M LP) le MLP correspondant. On dira que
deux MLPM; et M, sont équivalentsi/; R M-), si et seulement si il existe une trans-
formation¢, qui soit la composé d’applicatiors etn;, ;, telle queM; = ¢ (Ms).
Pour que les fonctions MLP soient identifiables, on considénc les classe de MLP
équivalents. Il s’agit ici d’une identifiabilité “faible™est a dire a une transformation

¢ pres.
Sussmann ( cf [SUS 92]) prouve alors que::

Théoréme 1 Les classes de MLP irréductibles équivalents sont idehtdai.e.

Fyw = Fy & WRW'.

En conclusion, on peut dire que si on se place dans I'espac®tP irréductibles,
a une fonction ne correspond qu’une classe de MLP, c'esteagdl’il n'y a qu’un
nombre fini de MLP quireprésentent cette fonction et quedaintous les représenter.
On obtient aussi des résultats semblables si le nombre tiessest quelconque (cf la
thése de J. Rynkiewicz [RYN 00]).

2.2. Propriétés statistiques

Considérons le modélNARdéfini par I'’équation (2). Nous noteroif@; )1 <i<m
oum = (p+2)K + 1 les composantes du vecteur param@iret 1V, sa vraie valeur
(inconnue).

Récemment, (Mangeas and Yao, 1996, [MAN 96]) ont étudiéresmnEtés asymp-
totiques de I'estimateur des moindres carrés pour un psas®AR général. Leur
approche est principalement basée sur la théorie de Ildigtaimur les chaines de
Markov (Duflo, 1990, [DUF 90]; Meyn and Tweedie, 1993, [MEY]p4

SoitY ®) = (v;?),, le processus vectorigléfini pary;”) = (V;,...,Yi_p41)
pourt > 0. La suite(Yt(”)) est une chaine de Markov homogéne sur I'esfjatele
vecteur(ys, ..., yp) € RP est notd). les hypothéses ci-dessous entrainent la stabilité

de la chaing (?) et en particulier, cette chaine a une distribution invagamique
Hw -

Dans l'article (Mangeas and Yao, 1996, [MAN 96]), les auseuontrent le théo-
reme suivant:

Théoréeme 2  Consistance forte et normalité asymptotique Pour le modéle (2),
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aveco(z) = tanh(x), supposons que:

1. (e1)t>0 est une suite i.i.d., indépendante des états initiftix,1,. .., Yp),
telle queF &9 < oo,

2. W appartient & un sous-ensemble compactle I'espace euclidien de dimen-
sionm R™, tel quelV, el/ov (intérieur dew.
3. (Condition d’'identifiabilité) Pour toutV different delVy, fiw # fw, dans le
sens qu'il existe uly € R? tel quefw (9) # fw, (7).
4. La matrice de dimensiomn x m
So= [ [Getw @ g @) (), g

1<i,j<m

J
est définie positive. Alors,

(a) L'estimateuriV; est fortement consistant, c’est-a-dire qu'il convergespee
sGrement ver$l’y quandT tend verstoo.
(b) Indépendamment de la distribution initiale de la chatteeMarkovY (), le

terme/T {VAVT — WO} converge en loi vers la distribution gaussienne multidimen
sionnelleN (0, 0255 1).

Remarquons que ces résultats permettent de construinetdesailes de confiance
et des tests d’hypothése sur la nullité des parametreslésparagraphe 4). La va-
riance résiduelle? est estimée en pratique pat = %ST(WT), et la matricex, par
S = 5= V2S7(Wr) qui peut aussi étre approchée par

= IV Fyy IV fe, ()

Il faut remarquer que les hypothéses sont trés faibles pgoraaux hypotheéses
habituelles de normalité.

On peut montrer un théoréme analogue pour I'estimatéyr, mais alors il faut
supposer que le bruit a un moment fini d’ordre 12, c’est-&dueE (}2) < oo.

3. Identification presque sQre
3.1. Les capacités des généralisations

Nous allons exposer ici les problemes liés a la régressionlinéaire dans un
cadre du a V. Vapnik [VAP 95]. L'idée principale est de cofgra complexité du
modéle pour assurer que I'erreur de celui-ci soit bonne pafesent sur les données
que I'on observe, mais aussi sur des données futures, nonesoizservées, provenant
du méme phénomene.
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3.1.1. Borne du risque fonctionnel

Vapnik obtient des bornes de généralisation grace au cbieedimension de
Vapnik-Chernovensky (VC-dimension) qui caractérise l@sacités de modélisation
d’un ensemble de fonctions.

Soit (21, -+, 2,) des observations i.i.d. Considérons un ensemble de farsctio
avec une VC-dimension finie: @ (z, W), fonctions positives. Par exemple, si
Z = (th, Xt) N
on pourra considéré poliV € W:

Q(z,W) = [IY: — Fw (Xo)|?

On présente ici une borne qui contréle la capacité de “gésatian” d’'un modeéle
(voir Vapnik [VAP 95] chapitre 4), c’'est-a-dire I'écart eatle risque empirique d'un
modéle:

1 t=n

~> QW)
t=1

et son espérance théorique:
/Q (z,W)dP,

Ainsi, avec la probabilité — n

LS Q (20, W)
1 —a@)Tve),

/ Q (2. W) dP. < [6]

avec

L (ln%"-i-l)—ln(%).
n

E =

(u), = max (u,0)

1

1 p—l p—1\ »
=|z|— R 2
a(p) (2(;;-2) ) ,PER, p>

ou le couplg(p, T) vérifie

=

su (f Qp (Z’W) dPZ)
weo  [Q(z,W)dP.

Cette borne va nous guider dans notre choix de modele. Gbgtt de la prochaine
section.

<7< 00.
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3.1.2. Principe de minimisation du risque structurel (SRM)

Soit un ensemblé de fonctionsR (z, W), W € W. Supposons qu'il existe des
sous-ensembles emboitBs = {Q (2, W*), W* € W} tels que

EiCEy,C---CE,C---

ou les ensembleB;, vérifient

1. La VC-dimensiorh; de chaque ensemhlg, est fini, et
hi <hy <---<hp <o

2. Chaque élément;, est composé d'un ensemble de fonctions satisfaisant les
inégalités
(J Q" (= W*) dp.)”
wieo, ] @z WHaP.
pour des paireép, 7).

STkap>2 [7]

Le principe de minimisation du risque structurel choisifdaction@ (z, W*) pour
laquelle le risque garanti (déterminé par le membre drditri&galité (6) est minimal.

Ce principe définit donc un compromis entre la qualité d’agpnation et la com-
plexité des fonctions d’approximation, puisque lorsguaugmente, le risque empi-
rique Repp (W’“) décroit, mais I'autre terme responsable de I'intervallealgfiance
du risqueR(W) (le denominateur du membre droit de I'inégalité (6)) déciad Prin-
cipe SRM prend en compte ces deux facteurs en choisissantdesmsembl&;, pour
lequel minimiser le risque empirique fournit la meilleurie sur le risque théorique
(cffigure 1).

Le SRM permet donc d’'ajuster un modéle en le calibrant stikanombre de
données.

3.1.2.1. Les limites du SRM

Le principal inconvénient des bornes établies par Vaprilge®lles ne sont va-
lables que pour des variables aléatoires indépendantesgdement distribuées. Or
dans cette article nous traitons des chaines de Markov stm®sommes pas dans un
cadre i.i.d.

De plus, la dimension de Vapnik-Chernovensky n’est conrueeppur les MLP
ayant des fonctions indicatrices sur la couche cachée. [acss ou les fonctions
d’activation sont des tangentes hyperboliques, il n’exégie des bornes supérieures
de cette dimension. C’est pourquoi, pour éviter la surip&teisation de nos modéles,
nous utiliserons plutét un terme de pénalisation qui déetid nombre de parameétres
et du nombre de données. La philosophie d'une telle apprguhrecipe de parcimo-
nie) est assez similaire au principe du SRM, mais le cadazitde est différent, ainsi
gue les résultats qui en découlent.
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Figure 1. La plus petite borne sur le risque est obtenue pBftima:
A

Borne du risque

Intervalle de confiance

Risque empirique

1 optimal Kk

3.2. identification presque-sire

Alors en utilisant les théorémes existant sur la sélectmmddéles au moyen de
contrastes pénalisés (Guyon, 1995, [GUY 95]), nous mostimentification presque
s(re lorsqu’il y a un nombre fini de modéles possibles, ayarg tin modéle dominant
commun.

Plus précisemment, supposons gu'il existe une borne sipéi/ pour toutes
les dimensions possibles pour le modéle. Alors ¥gitc RM et F,,,,. un modéle

dominant, dont le vecteur de parametredEst.x = (w1, ws, ..., wyr). Considerons
la famille finie
F = {(w1,wa,...,wy)/0U certaines composantes peuvent étre nplles

PourF € F, sous-modele dé&},,., on notem(F) le nombre des parametres non
nuls, c’est-a-dire la dimension du vecteur paramBtret Wy 'ensemble des valeurs
possibles dé¥. On suppose que le vrai modéle est un sous-modelg,de, on le
noteF;, et la vraie valeur du vecteur parametre est ndtgede dimensionn(Fy).

Soit WT,F I'estimateur des moindres carrésWderestreint ar’,

Wr p = Arg WHGI% Sr(W)
F

et Sp(F) (au lieu deSt(Wr r)) le minimum correspondant de la fonction erreur.
Soit aussic(t)) une suite de nombres réels positifs.dantraste des moindres carrés
pénalisés, Contrast With Penalty anglais, avec le taux de pénalisatfoft)) prend

la forme
St(F)  oT)

CWRT, F) = 5= + ==>m(F). 8]
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Soit Fr = Argminge r CWPR(T, F') le modéle estimé, qui est le résultat de deux
minimisations successive pour nfixé: une minimisation sur un espace continu,
pour calculerWTyp et St (F), et une minimisation sur un espace fini, pour calculer
Fr.

A partir de ces définitions, on montre le résultat suivanttd@mpreuve compléte
se trouve dans (Mangeas and Yao, 1996, [MAN 96]).

Théoreme 3  On suppose que les conditions du théoréme (2) sont véritesup-
pose aussi que le taux de pénalisati¢i’) est tel que
o(T) e(T) oA

11%11 T = 0, et hHTITIIlf m >0 X [9]

ou A (resp.)) est la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre derlatrice
Y. Alors, le couple(Fr, WT.,FT) converge presque srement vers la vraie valeur
(Fv, Wy), quandT tend versx.

A partir du théoreme (3), on peut donc proposer une méthgaotbidentification
presque sire pour déterminervei modeélea I'intérieur de I'ensemble des sous-
modeéles d&,..

Supposons qugest une constante positive. Un taux de pénalisation Idgariue
de la formec(t) = ~1Int vérifie clairement les conditions (9). Avec un tel taux de
pénalisation, on obtient writere des moindres carrénoté BIC" utilisé pour choisir
le modele: S
r(F) T
T T

BIC* =BIC*(T, F) = m(F) [10]

En pratique, on constate qu’il faut choisirdu méme ordre de grandeur que la
variances?, car dans ce cas, le critére Bi@e dépend pas de I'échelle des termes de
la série.

En fait, on peut démontrer les mémes résultats en utilissnprioprietés de I'esti-
mateurlV et dans ce cas le critére avec pénalisation utilisé estexactt le critére
BIC usuel donné par:

Sr(F) InT

BIC = In 22 + ——m(F).

Celui-ci est associé a I'estimateur du maximum de vraisamdd lorsque le bruit
est gaussien, et il a 'avantage qu'il n’est pas nécessameatuire une constante
~, car le premier terme en logarithme est assez insensiblearince du bruit. Par
contre ce critére n’est utilisable queSis;? < oco.

On a ainsi obtenu deux critéres (proches, mais différerdn} th minimisation
conduit en théorie presque srement vers le vrai modéle,gadant qu’on parte d’'un
modele dominant qui soit un sur-modéle du vrai modeéle.
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4. Recherche pratique du vrai modéle

A partir du théoréme (3), on peut donc proposer la méthodesté de détermi-
nation duvrai modéle

Pour initialiser I'architecture, nous commencons par gremoutes les entrées per-
tinentes (comme on les obtiendrait a partir d'un modélegiiréde base) et une seule
unité cachée. Ensuite on ajoute progressivement des waitéssla couche cachée, en
calculant a chaque étape le critére B{@sp. BIC), tant que la valeur de ce critére dé-
croft. Quand le critére BIGresp. BIC) reste stable ou commence a croitre, on arréte
la recherche de modele, et on prend le dernier modele comrdélendominant noté
Fmax-

Linitialisation des parameétres est faite de maniére tiegpke. Avec une seule
unité cachée, les coefficients;;) sont pris égaux aux valeurs issues du modele li-
néaire, le coefficiendyy est pris égal a la valeur moyenne de la série, les autres sont
petits et aléatoires (par exemple entre -0.5 and 0.5).

En fait, beaucoup de chercheurs ont proposé des méthodes asttices pour ini-
tialiser correctement les paramétres, mais il reste a geEpme méthode efficace qui
permettrait de s’approcher d’'un minimum global. Nous aviaitsdes essais en utili-
sant I'algorithme du recuit simulé, mais les temps de caloul trés longs et on peut
plus simplement répéter plusieurs initialisations défétes et garder la meilleure!
(voir la thése de Joseph Rynkiewicz).

Rappelons quéVi,.x = (wy,ws,...,wyr) €St le vecteur parametre associé au
modeéleF,,... En principe, pour estimer le vrai modéle, nous devriondarep ex-
haustivement la famille finie de tous les sous mod&ledu modéle dominank,,.«
et calculer le BIC (resp. le BIC) pour chacun. Mais le nombre de ces sous-m®&déle
est exponentiellement grand (coma¥) et il est impossible de le faire en pratique.
Alors comme en régression linéaire, (Draper and Smith, 1fBRA 81]), nous pro-
posons unenéthode statistique pas a pas: Statistical Stepwise MetB8t) pour
guider la recherche daifs. Une telle stratégie de descente est basée sur la normalité
asymptotique de I'estimateti#’;. Voir [COT 95] pour des présentations antérieures
de l'algorithme SSM, avec de nombreux exemples.

Décider la suppression ou non d’'un potdsest équivalent a construire le test de
I'hypothése nulle &; = 0" contre I'’hypothése alternativad; # 0", c’est-a-dire un
test de Student sur;, (en fait un test Gaussien puisque la normalité de I'estomat
du poids est assurée seulement lorsjest grand).

Décider les suppressions successives des pgidsu;,, . .., w;, est équivalent a
tester itérativement une suite de modéles embditgs, FlL , Flulz . olw;, =
07wl1 = wp, = 07....

Nous utiliserons donc les statistiques de Student commeuigieea I'exploration
de la familleF tout en suivant une trajectoire décroissante du critere Bi€sp. BIC).
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Considérons la suppression d’'un poids ou F' est le modéle courant € le
sous-modele dé’ obtenu en posant le parameétog égal a 0 (en supposant que
est un paramétre non nul d®. Pour testel; contreF, c’est-a-dire v, = 0" contre
"w; # 0", on calcule la statistique de Student

ou

est I'écart-type estimé de,.

On accepted; = 0" si la statistiqueQ); est inférieure en valeur absolue a une
valeur seuil lue dans la table de la loi gaussienne et quirdépe niveau du test
voulu. Par exemple, en fixant ce seuil a 1, on risque de se go&fwis sur 10 quand
on gardew; alors qu’il ne fallait pas, mais le risque de se tromper erpsaomntw,
est rapidement tres petit des qugest différent de 0.

On sait que ce test de Student est rigoureusement équizalgast de; contre
F, qui utilise classiguement une statistique de Fisher depaé:

o St(F)—Sr(F)
U= 5 ()T~ m(F)) 1]

Mais comme on s’est placé dans un cadre asymptoti§ueF’)/(T — m(F))
converge presque srement vefset peut étre considéré comme une constante pour
T grand.Q? est donc proportionnel 8y (F}) — St (F).

Or on peut remarquer que la différence des valeurs de$ BtQr ces deux mo-
delesF; et ' vaut :

BIC* (1) ~ BIC(F) = 7. {Sr () — Sr(F)} 17t [12]

CommeF; est un sous-modeéle d&, S(F;) est toujours supérieure®-(F), et
donc pour maximiser la décroissance de Biaut minimiser la différenceé (F;) —
Sr(F), et doncsupprimer si possible le poids; tel queQ? soit minimum C’est la
régle d’élagage et en pratique, on supprime un poids dég)jue 1 et/ou BIC*
décroit.

Notons que&); est connu des qulé/Typ est estimé dans le modéefeet peut étre
calculé sans re-estimation des parametres dans le sousderiodIl n’est donc pas
nécessaire d’essayer tous IBspossibles pour re-estimer les parameétres et calculer
toutes les sommes de cargs(F;) pour choisir le meilleur sous-modété.

Les remarques précédentes s'appliquent précisément ale ¢asninimisation du
critere BIC* mais elles s’appliquent aussi d’'une maniére approchéeiguecBIC.
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Il n'est pas équivalent de minimiser une différence ou uff@éince de logarithmes,
mais ce n'est pas tres différent!

En résumé, la procédure de recherche du vrai modéle est cenitne

1. DéterminerFy,.,, comme expliqué a la Section 4 et estimer les parameétres
(entrainer le réseau).

2. Calculer pour chaquele rapportQ; = w; /6 (wy;).
3. Trouverl; réalisant le minimum de ces rapports.

4. Accepter I'élimination dev;, seulement si le critére BiC(resp. BIC) a dimi-
nué.

5. En cas de rejet, arréter le processus d’élimination, etegde modéle pré-
dédent. En cas d’acceptation, ré-estimer les paramétmeespondant au modeéle
(Fli.), etrépéter I'étape 2), & partir du modéle:, . ), pour chercher un autre indice

lo, etc.

La regle d’arrétest tout a fait naturelle : on continue le processus d’élatiam
tant que le critére BIC (resp. BIC) décroit. Ceci fournit une critere objectif, rie
fondé, reposant sur les propriétés statistiques des estinsades poids. On est en
réalité capable de décider ce qu’est un "petit" poids qut e éliminé.

L'algorithm SSMappartient a la famille destepwise backward algorithniarge-
ment utilisé emanalyse de régressiofDraper and Smith, 1981, [DRA 81]). Remar-
guons qu’il est aussi possible d’utiliser uascending stepwise methqzbur guider
la recherche d’'un minimum global du critére BlI@esp. CIP), voir (Jutten and Chen-
touf, 1995, [JUT 95]).

La méthode d’élagage SSM est proche de I'algorithme OBD dgéin(Le Cun
et al., 1990, [CUN 90]), car ils choisissent de la méme mar@&parametre candidat
a I'élimination. Mais leur algorithme ne fournit pas de eré d’arrét du processus
d’élagage, il a besoin d’'une évaluation de la performanése@ait en dehors sur un
ensemble de données externes. Ici, grace aux résultatslsatification presque sdre
du modéle, nous obtenons un critére d’arrét théorique :ifererBIC* (ou BIC). Le
principe est d’arréter la suppression de parameétres déle guigere BIC croit.

5. Exemple

Nous allons tester sur une simulation I'efficacité du cetBiC*. La véritable ar-
chitecture, le vrai vecteur parametig et la variance du bruit gaussien associé sont
connus. Le modéle choisi (voir figure 2) €6t = tan(—0.5X;_1 —1.5X;_3+0.5)+
tan(X;_3 — 0.5) + 0.5 + ;. Notre but est de retrouver la vraie architecture ainsi que
le bon parametre. Puisque cette simulation est simple oncoeuparer la recherche
exhaustive avec la méthodologie SSM. La recherche seretaéfe parmis les sous-
modeles du modeéle dominant décrit figure 3.
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®

Figure 2. True architecture Figure 3. Dominant Architecture.

On simule 50 fois et de fagcon indépendante une suite de 1066pba vraie ar-
chitecture avec 8 connections est montrée figure 2. Le hiilig#&i(<,) esti.i.d. Gaus-
sien avec une varianeg = 0.1. Le modéle dominant utilisé, avec 16 connections, est
montré figure 3 Pour le critére Bf@ous fixonsy = 02 = 0.1. Afin d’éviter les mi-
nima locaux I'estimation des parametres est la meilleugrle parmis 10 estimations
avec des initialisations aléatoires différentes.

Architecture Pourcentage -
) X . Architecture Pourcentage
finale sur 50 simulations ' . g
finale sur 50 simulations
T 0.73
T 0.62
A 0.12
B 010 A 0.22
: B 0.16

Tableaq 1. performances de la recherche Tableau 2. Performances de SSM.
exhaustive.

Le Tableau 1 montre la proportion des trois architectufed:, B (minimizant le
critere BIC" ) retenues par la recherche exhaustive sur 50 simulati@mnt espéré
la vraie architecturd” apparait pour 73% des cas. les autres gagnange B sont
trés proches de I'architectue mais avec, respectivement, une connection de plus et
une connection de moins. Elles apparaissent, respectitepaur 12% et 10% des
cas. Le tableau 2 montre les trois meilleurs architectuexztenné par SSM pour 50
simulations. On peut remarquer que cette stratégie foleaimémes architecture est
gue la vrai architecture est trouvée dans 62% des cas.

6. Conclusion

Les principaux résultats de ce papier peuvent étre étendpkisieurs directions.
Tout d’abord on peut ajouter des variables exogénes comirgesrdu réseau et étu-
dier ce qu’on appellera un modéle NARX. Ensuite, on peubihiire des retards de
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I'erreur en entrée pour définir un modele non linéaire de (WRMA". Enfin, on peut
étendre tous les résultats au cas de sorties multi-dimemsiies. Dans son travail de
thése, Joseph Rynkiewicz a montré qu'il fallait minimisand ce cas la somme des
carrés généralisés, pondérés par l'inverse de la matriceudence-covariance des
données (ref!!).

Tous ces résultats ont été établis puis testés sur des eeeniplulés et des don-
nées réelles, par exemple la série des taches solairesidarnmation électrique jour-
naliere (Cottrell et al., 1995, [COT 95]).

Attention, tout ceci ne s’applique que pour des séries teglles stationnaires et
I'utilisation de réseaux de neurones ne supprime pas lessiéales pré-traitements
classiques, il faut absolument enlever les tendances iet@teés.

Un logiciel appelé REGRESS, écrit par Joseph Rynkiewicanped’estimer les
parameétres d’'un réseau de neurones pour un modele de iégressd’anlyse de
séries temporelles, utilise la méthode SSM (basée au choiles criteres BIC ou

aussi la possiblité de modéles comprenant une chaine deoWeakhée
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