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Abstract

We consider regression models involving multilayer perceptrons (MLP) with one hidden layer and a Gaussian
noise. The estimation of the parameters of the MLP can be done by maximizing the likelihood of the model. In
this framework, it is difficult to determine the true number of hidden units because the information matrix of
Fisher is not invertible if this number is overestimated. However, if the parameters of the MLP are in a compact
set, we prove that the minimization of a suitable information criteria leads to consistent estimation of the true
number of hidden units. To cite this article:

Résumé

On considére des modeles de régression impliquant des perceptrons multicouches (MLP) avec une couche cachée et
un bruit gaussien. L’estimation des parametres du MLP peut étre faite en maximisant la vraisemblance du modéle.
Dans ce cadre, il est difficile de déterminer le vrai nombre d’unités cachées parce que la matrice d’information
de Fisher n’est pas inversible si ce nombre est surestimé. Cependant, si les parametres du MLP sont dans un
ensemble compact, nous prouvons que la minimisation d’un critere d’information convenable permet ’estimation
consistante du vrai nombre d’unités cachées. Pour citer cet article :

1. Introduction

On étudie le comportement asymptotique pour ’estimateur du maximum de vraisemblance d’un modele
de régression utilisant un MLP. On suppose ici qu’il existe un vrai modele MLP qui a généré les obser-
vations. Lorsque le nombre d’unités cachées du MLP est surestimé, le vrai parametre du modele n’est
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plus identifiable, méme & une permutation pres. Si les parametres du MLP ne sont pas bornés a priori,
Fukumizu [2] a montré que la statistique du rapport de vraisemblance tendait vers 'infini. Cependant,
il est courant de supposer que les parametres du modele sont bornés. Dans ce cadre et sous de bonne
hypothéses, nous montrons quun critere d’information convenablement choisi, par exemple le BIC, est
consistant.

Définissons maintenant notre modele. Soit les vecteurs de R% : 2 = (1, ,xd)T et w; = (wyp, -, wid)T
La fonction représentée par un MLP avec k unités cachées s’écrit :

k
Fy(z) =B+ Zamﬁ (bi + wy x)

i=1

ou ¢ est la fonction de transfert qui sera supposée dans toute la suite bornée et trois fois dérivable. On
supposera aussi que les dérivées premieres, secondes et troisiemes de ¢, notées respectivement qﬁ/, qﬁ//
et ¢, seront bornées. Soit 0 = (3,a1, -+, ap, b, -+, b, Wi, -, Wid, - - Wra) C REFFIHEX ] vecteur
parametre du modele. Montrons que si on surestime le nombre d’unités cachées, le vrai parametre n’est
plus identifiable. Supposons, par exemple, que la vraie fonction soit donnée par un MLP avec une seule
unité cachée : Fyo(z) = af tanh(w?;z) avec x réel et tanh la fonction tangente hyperbolique. Alors, tout
parametre 6 de ’ensemble

{6 = (wi = wan =w,a1 + a2 =af,B=b1 =b,=0)}

réalisera la fonction Fyo. Une autre difficulté apparait lorsque qu’il existe un w; nul, car la fonction
#(b; + wl'z) est alors constante comme (3. Pour éviter ce probleme, on restreindra © & I’ensemble des
parametres tels qu’il existe un 7 vérifiant ||w;|| > n, pour tout w; € ©.

On considere une suite de variables aléatoires i.i.d. Z; = (X;,Y;) ou X; a pour loi g(x)Ag(x) avec Ag la
mesure de Lebesgue sur R? et ¢(z) > 0 pour tout x € RY. La vraisemblance de I'observation z := (z,)
s’écrit alors :

1 1
fo(z) = e T W g (g

V2mo?

Par souci de simplicité et de concision, on supposera que la variance du bruit ¢ est connue. On suppose
de plus, que le vrai modele a, au plus, M unités cachées. L’ensemble des parametres considérés est alors
noté © := Uj<p<m Oy avec, pour tout k et un n > 0,

Or :={0=(B,a1, -, ap, by, -, bg,wi1, -, wid, -, Wea), Y1 < i <k, |wg]| > n} c RPEFLITRx

un ensemble supposé compact, c’est-a-dire tel que la norme des vecteurs parametres de Oy, soit bornée. On
notera k° le nombre minimal d'unités cachées tel que Fyo € Oyo représente le vrai modele et f(z) := fpo(2)
la vraie densité des observations.

2. Identification de ’architecture du MLP

Notons 1, (0) := > i~ log(fe(2i)), on définit I'estimateur du maximum de vraisemblance pénalisé de
ko, comme étant le nombre d’unités cachées k qui maximise T, (k) := max{l,(#) : 0 € O} — pn(k) , ot
pn(k) est le terme qui pénalise la log-vraisemblance par le nombre d’unités cachées. On fait maintenant
les hypotheses suivantes :

H-1: les fonctions MLP sont identifiables au sens faible suivant :
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K° k K° k
vz, 60 + Z agqﬁ (bzQ + w?Tx) =0+ Z a; o (bi + wZTx) & B=70%et Z a?é(bp,wg) = Z @i (by w;)-
i=1 i=1 i=1 i=1
ou ¢, est la fonction qui vaut 1 en x et 0 partout ailleurs.
H-2 : X admet un moment d’ordre 6.
H-3 : les fonctions de I’ensemble

" T 1" T
(($k$l¢ (b9 + wy $)) Lo (B + w)” @) 1<i<po,

1<I<k<d, 1<i<k0
(xkgb, (b9 + wQTx)) (gb, (b9 + ’LUQT:L'))
¢ v 1<k<d, 1<i<ko ¢ ¢ 1<i<kO

sont linéairement indépendantes dans I’espace de Hilbert L?(q\q).
pn (k)

H-4 : p,(.) est croissante, p, (k1) — pn(k2) "—> oo pour tout k1 > ko et lim, oo = =0
On aura alors le résultat suivant :
Théoréme 2.1 Sous H-1, H-2, H-8 et H- : P L ko.
Preuve Considérons les fonctions :
%(’2) -1 2
se(z) = ————— ol [|-|l2 est la norme de L* (fAg41)

7 —1l2

Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que 'ensemble S := {sy, 6 € O} est une classe de

Donsker (cf van der Vaart [8]) et le résultat découlera du théoreme 2.1 de Gassiat [4].
Le cas difficile est pour k > kg. Nous allons reparamétriser le modele en utilisant une méthode similaire

a celle de Liu et Shao [6] pour les modeles de mélange. Lorsque % —1=0o0nap=p"et il existe
un vecteur ¢t = (t;)1<i<go tel que 0 = tg < t; < --- < tpo < k et & une permutation pres : by, 41 =
v =byy, = 0, wy, 1 = = wy, = w, ;i:ti71+1aj = al et a;j = 0 pour tpo +1 < j < k.

, on aura alors la reparamétrisation 6 = (P, ;)

i

/ . — t; ) 0 — a;
Définissons s; = > .0, . a; —a; et ¢j = ST o
a1

t t K0 k t k k ye LA
avee @ = (B, (0;)0, (wi), (5, (@) )s @ = (0920 09)f 1, (w3)F ) Limtérét de
cette paramétrisation est que, pour t fixé, ®; est un parametre identifiable et toute la non-identifiabilité
du modele sera regroupée dans ;. Ainsi Fg0 4,) sera égale a Fyo si et seulement si

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(I)t:(ﬂabla"'vbla"'abk“v"'vbkoawla"'vwla"'awkov"'awko705"'70705'”70)
H/_/ %,_/ R,—/ R,—/
t tro — tro_q t tro — tro_q K° k— tro

On aura alors %(z) qui vaudra

1 K 0\ \ti e T k e T 2
€xp \ —o35z (y - (ﬁ + 2 i (si+ ai)ijti,IH qj¢(bj +wj x) + Zj:tkoJrl a;jp(bj +w; x)))
cop (~2k (v = (30 + S22 a0 + i)’
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0
Lemme 2.2 Notons D(®;, ;) := H% 1|2 et e(z) == 2% (y - (BO + 3 a%p(b? + w?Tx))) on a
alors approximation suivante :

f ! 1"

79(25) =14+ (P — ‘I)?)Tf(q)g,wt)(z) +0.5(®; — ‘I’g)Tf(ng,wt)(Z)(‘I’t — ®7) + o(D(®4, ¢1))
avec

/ ! T
(@¢ = B flap p(2) = | B8+ Zsm (00 +w? ) + Z Z g; (bj —9) af (b +w)" )
i=1 j=t;_1+1
T T &
Jrz Z wo) zal¢ (b +wd x) + Z ajgb(ijrijz) e(2)
=1 j=t;_1+1 j:tkoJrl

et

" 1
(01 BT g ()0~ 80 = (1- eg—@)o(@ BT g (W ap ()~ B)) +e(2)x

k ti k ti
Z Z q;(b; — b?)Qa?(bH (b2 + w?T:E) + Z Z qj(w; — wH) Tz (w; — w) Ogb (b9 + w? z)

=1 j=t;—1+1 =1 j*ti 1+1
k ti
’ T
30T (g~ B)sio (0 4wl a +Z Z (qjw; — w))Twsig (b +w" x)
i=1j=t;—1+1 =1 j=t;i—1+1

Disposant de ce développement asymptotique, exactement de la méme fagon que dans la preuve de
la proposition 3.1 de Dacunha-Castelle et Gassiat [1] ou bien celle du théoréme 4.1 de Kéribin [5], on
montre que le nombre N (e) d’e-brackets (cf van der Vaart [8]) nécessaire pour recouvrir {Sp, 6 € O} est

de ordre de O (12k+1+kXd

Sussmann [7] a montré que si les fonctions ¢ sont des fonctions sigmoides et si on contraint les parametres
b; & étre positifs pour tout 1 < ¢ < k, ceci afin d’éviter une symétrie sur les signes de (b;, w;) et a,
alors I’hypothese H-1 est vérifiée. De plus, en suivant un raisonnement similaire & Fukimizu [3], on peut
montrer que les fonctions sigmoides vérifient 'hypothese H-3. Ce théoreme s’applique donc au cas le plus
couramment utilisé en pratique.

. Cela montre que S est une classe de Donsker B
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